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| Wprowadzenie do metody elementéw brzegowych
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Plan prezentacji

Wprowadzenie do metody elementéw brzegowych

Réwnanie metody elementéw brzegowych (MEB)
Dyskretyzacja i aproksymacja geometrii i wielko$ci fizycznych
Réwnanie macierzowe

Obliczanie naprezen

Podsumowanie

@ Literatura
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@ Plan prezentacji

Réwnanie metody elementéw brzegowych (MEB)
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@ Ptaskie zagadnienie liniowej sprezystosci

Wyznaczenie nieznanych przemieszczen u; i sit powierzchniowych
t; na brzegu ciafa.

Oznaczenia:
m Q - obszar ciata,
m [ =T1UTl, - brzeg ciata,

m [1 - fragment brzegu z zadanymi
przemieszczeniami i,

m [, - fragment brzegu z zadanymi
sitami powierzchniowymi %;,

Ptaskie ciato liniowosprezyste w
m b; - znane pole sit objetosciowych. stanie réwnowagi
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Réwanie metody elementéw brzegowych

Sformutowanie bezposrednie w wersji kolokacyjnej

Cyui(x') + [ Tyx':x) () AT (x) =

J Ui ) 50 dr e + [ Ul 20 bi(04200 (1)

Oznaczenia:
= x’ - punkt kolokacji,
m x - punkt catkowania,
m Cjj - wspdtczynniki zalezne od potozenia punktu kolokacji:

0 dla x" €intQ,

Gy = (i dla x" ¢ Q, (2)
56,-1- dla x" € I — gtadki brzeg,

u Uy, Tjj - rozwigzania podstawowe (Kelvina).
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@ Rozwigzania podstawowe

Ug(x" %) = m (4 = 3)5in() +rir)l, ()
T,J(X X) = ﬁ{% {(1 — 21/)5,:,' + 2/’7,'r7_,'} »
—(1 — 2V)(r,,~nj — r7jn,-)}.
Oznaczenia:

= 11 - modut Kirchhoffa, m v - liczba Poissona,

m n;j - wersor normalny do brzegu

e
===, w punkcie x.
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@ Rozwgza nia podstawowe

Uy, x) = m (4 —3)33 (1) +rirgl,  (3)
Tij(X’,X) M{%{(l —21/)5,-j+2r,,-r7j}

—(1—=2v)(r inj — r,jn,-)}.

Osobliwosci (x — x’, r — 0):
m In(r) - staba,

1 )
®m — -silna.
r
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@ Skfadniki réwnania catkowego

m Potencjat objetosciowy o gestosci b;(x):

ZJ,.j/(x'):/QU,-j(x/,x) bi(x)dQAx), x' €Q, x€intQ, (5)

m Potencjat warstwy pojedynczej o gestosci t;(x):

ZI,-JU(X/):/FU;J-(X',X)tLj(X)dr(x), x"eQ, xel, (6)

m Potencjat warstwy podwdjnej o gestosci uj(x):

Z/UT(X') = /r Ti(x",x)uj(x)dl"(x), x" €Q, xel. (7)
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Sktadniki réwnania catkowego

Skfadniki objetosciowe

Zagadnienia:

m obecno$¢ sktadnikéw zrédtowych (np. termosprezystosé),
zagadnienie wtasne (np. drgania swobodne),
zagadnienia nieliniowe (np. ukfady sprezysto-plastyczne),

uktady niejednorodne (np. materiaty gradientowe),

W przypadku zachowawczych pél sit objetosciowych catki po
obszarze mozna transformowa¢ do catek brzegowych (sity:
ciezkosci, odsrodkowe oraz sity obecne w zagadnieniu
stacjonarnego pola temperatury spetniajacego réwnanie Poissona.
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Sktadniki réwnania catkowego

Sktadniki objetosciowe
Metody analizy uktadéw z uwzglednieniem sktadnikéw
objetosciowych:
m catkowania po obszarze,
m rozwigzan szczegblnych - brak catek po obszarze,
m wielokrotnej zasady wzajemnosci - brak catek po obszarze.

Poréwnanie metod:

Ingber M.S., Mammoli A.A., Brown M.J., A comparison of domain
integral evaluation techniques for boundary element methods,

Int J Numer Meth Engng, 52, 417-432, 2001.

Zdaniem cytowanych autoréw metody catkowania bezposredniego
s3 efektywniejsze pod wzgledem czasu obliczen (zwtaszcza w
przypadku zastosowania metod wielobiegunowych) oraz
doktadniejsze od pozostatych.
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@ Plan prezentacji

Dyskretyzacja i aproksymacja geometrii i wielkosci fizycznych
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@ Elementy brzegowe i komorki Wewngtrzne

m Elementy brzegowe - aproksymacja wielkosci brzegowych.

m Komorki wewnetrzne - aproksymacja sit objetosciowych.

element brzegowy
(boundary element)

komorka wewngtrzna
(internal cell)

XA
4'AVAVAVAV
K \VAVAVAV, 1&
VA‘:V%V V% e o)

punkt wewngtrzny
(internal point)

dr inz. Jacek Ptaszny — Wprowadzenie do MEB 11/32



éwnanie MEB Dyskretyzacja i aproksymacja R anie macier
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@ Aproksymacja wielkosci brzegowych

K
» Wspdtrzedne punktéw: x; = Z NE(€)xPk.

» Przemieszczenia: u; = Z NE(€)ulk

K
» Sity powierzchniowe: t; = Z NE(€)thk
k=1
Oznaczenia:
= Nf(€) - funkcje ksztattu elementu
brzegowego,
; ®m k - numer wezta elementu brzegowego,
m & - lokalny ukfad wspétrzednych
elementu, ®m h - numer elementu brzegowego.

5 K - liczba weztéw w elemencie,
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Tréjweztowy element

Postac i funkcje ksztattu

Element w globalnym (a) i lokalnym (b) uktadzie wspétrzednych

Funkcje ksztattu:

MO = 360 -8), MO =(1 - +9)
M) = 560 +)
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Tréjweztowy element brzegowy

Transformacja do uktadu lokalnego

m Rézniczka brzegu:
dl'(x) = J(£)d¢. (9)

m Jakobian przeksztatcenia:
2 217
8X1 8X2
J) = || = — . 10
o-[8)-@)]
m Sktadowe wektora jednostkowego normalnego do brzegu -
w rozwigzaniu podstawowym Tj;(x’, x):

1 0x -1 0xg

G G

J©) o¢ (1)
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@ Aproksymacja wielkoSci wewnatrz obszaru

L
= Wspérzedne punktéw: x; = Z N\fv(f,'r])xiql.

L
u Sity objetosciowe: b; = Y N&(&,1)b.

Oznaczenia:

m L - liczba punktéw definiujacych komérke
wewnetrzng,

b9 _ sktad it objetodci h,
- N‘fv(f,n) B funkcje kszta’{tu, | i SKtadowe siIf objgtosciowyc

/- ta komérki t j
m &, 7 - wspbtrzedne ukfadu lokalnego, " numer wezia komori wewnetrznes

u xﬁ’ - wspdtrzedne wezta komérki

wewnetrznej,

® g - numer komérki wewnetrznej.
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SzeScioweztowa komérka wewnetrzna

Postac i funkcje ksztattu

©6)
X, n
(O] %) 14@
@ “4)
0,5
(@) (1)
X, 0 05 1 &
Komérka wewnetrzna w globalnym (a) i lokalnym (b) ukfadzie
wspdtrzednych

Funkcje ksztattu:
NG(&m) =€(26-1), N n)=n(2n-1),
NG(&m) =C(2¢—1), NG(&n) =4,
NG(&m) =4nC, NS(&m) =4¢E,
(=1-¢—n.

(12)
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owe Naprezenia Podsumowanie Literatura

SzeScioweztowa komérka wewnetrzna

Transformacja do uktadu lokalnego

m Roézniczka powierzchni:

dQ(x) = [J(&; n)[ dE dn. (13)

m Jakobian przeksztatcenia:

Ox O
o6 0On
J(&n) = 14
(&) e O (14)
o6 On
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Elementy brzegowe i komorki wewnetrzne

Podsumowanie

Elementy brzegowe lub komérki wewnetrzne, w ktérych wielkosci
fizyczne i geometria aproksymowane s3 za pomoca tych samych
funkcji ksztattu nazywane sg izoparamerycznymi.

Stopien aproksymacji wielkosci brzegowych i wielkosci wewnatrz
obszaru nie musi by¢ taki sam. Rézne stopnie aproksymacji moga
jednak prowadzi¢ do zmniejszenia doktadnosci obliczen.
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@ Plan prezentacji

Réwnanie macierzowe
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@ Uk’fad réownan

=1

R _

Zzbf’l/ol /01 EUU[XCX(&n)] Ny, (&,m)J(€,m) dn dE.
(15)

Oznaczenia:

m K - liczba weztéw elementu

m P - liczba elementéw brzegowych,
brzegowego,

m R - liczba komérek

m L - liczba weztéw komorki
wewnetrznych.

wewnetrznej,
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@ Réwnanie macierzowe

Zatozenia

m Punktami kolokacji s3 wszystkie wezty brzegowe.

m Woprowadza sie numeracje globalng weztéw 1,2, ..., W.

Hil ... b . iw 1

Hij Hu Hu y;

H2t ... HE ... HAW ub A =

ij ij ij J

HWL o g g ¥

ij ij ij J
11 1h 1P 1 1
Gs - G o Gy £ B
al ah aP h a
Gis T Gis T Gis ts + B i
w1 Wh ' wp P w
Gis U Gis e Gis tS Bi

(16)
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Réwnanie macierzowe

o ST 7Y ul
if ij ij J
-al _.aa ;W 'b _
Hij Hij Hij u; =
wir Wb HwwW w
Hij HU HU u;
11 1h P 1 1
Gis T G/s o Gis tS Bi
a1 ah 2P h 2
G: G: G3 ts + B;
wi o wh o wp P w
Gis Gis Gfs ts Bi

(16)
a - numer wezfa bedacego punktem kolokacji
b - numer wezta okreslajacego element brzegowy zawierajacy punkty
catkowania
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@ Réwnanie macierzowe

H,-j-b dla a# b (i,j =1,2) - elementy macierzy zawierajace catki

Haa
i

Wb
1,

11
Gis

al
Gis

w1
Gis

HW ul
ij J
HawW ub
ij J
oww w
Hj uj
1h
Gis
ah
Gis
GAWh

rozwigzania podstawowego Tj(x’, x).
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1P 1
G t! B}
GzP th 3+¢ B?
we P w
G ts B;

(16)
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Réwnanie macierzowe Naprezenia Podsumoy

@ Réwnanie macierzowe

vanie Literatura

I:/,-j-a - sumy catek osobliwych zaleznych od Tjj(x’, x) oraz

w1
Gis

wspbtczynnikow Cj;

dr inz. Jacek Ptaszny — Wprowadzenie do MEB

HW

Gj/w’

1P 1
G.is tS
aP h
Gis tS
wp P
G, t!

B!
B?

B
" (16)
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Podsumowanie Literatura

R ... HIP
ij ij
Hat Flaa
wi Wb
H,.J. H,.j
11
Gis
al
Gis
w1
Gis

b
J

dr inz. Jacek Ptaszny — Wprowadzenie do MEB

HW u!
y
aW b _
Hij u =
qww w
H,.j u;
1h 1P 1
Gis e Gis ts
ah ap h
Gis e Gis ts
Wh wp P
Gis o Gis ts

u? - sktadowe przemieszczen wezta b

B!

B?
w

5;

(16)
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Réwnanie macierzowe Naprezenia

Podsumowanie Literatura

A ..o HIB
y y
H.al Fl.aa

wi .. Wb
Hu H,.j

|
|

G (i=1,2s=1,2,...
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FIWW

HW
i

aW
Hj

i

1h
Gis

ah
G/'s

Wh
Gis

1P 1
G “ t;

aP | h

G ts

GWP tf
s

,6) - catki zalezne od Ujj(x’, x)

B}
B?

5
(16)
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@ Réwnanie macierzowe

Podsumowanie Literatura

o . 1w 1
Hij Hij Hi‘ u;
al .. faa ... aw b _
H,.j HU H’J u; =
HWL ... Wb ... pWW uv
y y 1y J
n . 1P 1 1
G G G ts B
al . ah . aP -/7 .a
G2 G G? t; + B:
w1 Wh wp P w
Gy e G Gy ts B;

(16)
t/ - sktadowe sit powierzchniowych weztéw elementu brzegowego h
(mozliwe jest modelowanie nieciggtosci sit powierzchniowych).
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@ Réwnanie macierzowe

Ao HE L W ut
ij ij i J
-al _Iaa ) .;W .b _
Hij e Hij .- Hz u; =
wir o Wb ... RWwW w
H,.j HU HU u;
11 1h 1P 1 1
Gis e Gis e Gis tS B/’
.al .ah . .aP .h ‘a
Gis e Gis e Gis ts + Bi
w1 oo Whoo . wp P w
Gis Gis Gis ts Bi

B? - catki po obszarze zalezne od Ujj(x’, x)
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Réwnanie macierzowe

Metoda ruchu ciata sztywnego

Elementy diagonalne /:I,-j’-“" (réwnanie (16)) zawieraja sumy
wspétczynnikéw Cj; oraz catek osobliwych zaleznych od Tji(x’, x)
(osobliwos¢ typu 1/r - silna; catki istnieja w sensie wartosci
gtéwnej Cauchy’ego).

Ruch ciata sztywnego

u Brak sit powierzchniowych, ' = 0.

= Brak sit objetosciowych, B? = 0.

m Jednostkowe przemieszczenia wszystkich weztéw w kierunku v,
UJ‘? = 6jv-
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Réwnanie macierzowe

Metoda ruchu ciata sztywnego

Ruch ciata sztywnego
u Brak sit powierzchniowych, ' = 0.
= Brak sit objetosciowych, Bf = 0.
m Jednostkowe przemieszczenia wszystkich weztéw w kierunku v,

a_ g
u; = Gye

(Hga+z,‘-/gb>5jv:0, ij,v=12, ab=12.. W (17)

b,b#a
m Ciato ograniczone: m Ciato nieograniczone:
HE =-> H (18) HE=1- Y Hp (19)
b,b#a b,b#a
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Réwnanie macierzowe

Metody catkowania numerycznego

m Nieosobliwe catki liniowe - kwadratury Gaussa

m Catki osobliwe zalezne od In(r) - kwadratury logarytmiczne
Gaussa

m Nieosobliwe catki powierzchniowe - kubatury Gaussa

m Osobliwe catki powierzchniowe zalezne od In(r) -
regularyzacja przez transformacje wspotrzednych - zastgpienie
catki po tréjkacie catka po prostokacie
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@ Rownanle macierzowe

m Zapis w zwartej formie:

[HI{U} = [GH{T} + {B}. (20)

m Uwzglednienie warunkéw brzegowych:

[A{X} = [DI{Y} + {B}, (21)

> {X} - wektor niewiadomych,

> {Y} - wektor wielkosci znanych,

> [A], [D] - macierze utworzone przez przegrupowanie kolumn
macierzy [H] i [G].

m Ostateczna postac ukfadu réwnan:

[A{X} = {Z}. (22)

Petne i niesymetryczne macierze )
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@ Plan prezentacji

Obliczanie naprezen
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e naprezen

Punkty wewnetrzne

Réwnanie naprezen uzyskane w wyniku zastosowania zwigzkéw
geometrycznych oraz uogdlnionego prawa Hooke'a:

oi(x') = /r Uyi(x", ) ti(x) dr (x)

—/I_lek(X',X) Ui(X)dr(X)—l—/QU,-jk(x’,x) bi(x) dQ(x),
(23)

m Ui(x’,x), Tijk(x’, x) - rozwigzania podstawowe réwnania
naprezen,

m Réwnanie stosowane do obliczania naprezen w punktach
wewnetrznych obszaru.

m W przypadku obliczania naprezen na brzegu nalezato by
oblicza¢ catki o silnej osobliwosci oraz hiperosobliwe

(osobliwosci typu r~1ti r=2).
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Obliczanie naprezen

Wezty brzegowe

m Zastosowanie znanych sit powierzchniowych oraz pochodnych
przemieszczen.

m Naprezenia w lokalnym uktadzie wspétrzednych zwigzanym z
brzegiem:

_ 1 - - _ - -
011 = m(2u€11 +vh), Tn=t, on=rt, (24)
> t; - sktadowe sit powierzchniowych transformowane do ukfadu

Xi,
> &11 - odksztatcenie w kierunku stycznym do brzegu.

X, Q/ r Y,
" S%\ Naprezenia w lokalnym
4 X /\A_,/ uktadzie wspétrzednych
i 511 O Ezz
Xy
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@ Plan prezentacji

Podsumowanie
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Podsumowanie

Zalety MEB

m Dla wielu zagadnien dyskretyzacja tylko brzegu obszaru.
m tatwe przygotowanie modelu.

m Stosunkowo maty rozmiar ukfadu réwnan w poréwnaniu z
innymi metodami (MRS, MES).

m Analiza obszaréw nieskonczonych lub pétnieskonczonych bez
konicznosci wprowadzania sztucznych brzegéw.
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Wady MEB

m Trudno$¢ uzyskania rozwigzan podstawowych dla niektérych
zagadnien (anizotropia, niejednorodno$¢ osrodka i inne).

Mata efektywnos¢ w analizie ciat ktérych jeden lub dwa
wymiary sg znacznie mniejsze od pozostatych.

Konieczno$¢ dyskretyzacji obszaru lub jego fragmentu w
przypadku wystepowania sktadnikéw objetosciowych w
réwnaniu catkowym.

m Czas obliczen rzedu co najmniej O(N?) - w zaleznoéci od
zastosowanej metody rozwigzywania uktadu réwnan.

Zajmowana pamie¢ komputera rzedu O(N?).
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Krytyka MEB

Implementacja i poréwnanie pieciu réznych wariantéw metody:

Kok Hwa Yu, A.Halim Kadarman, Harijono Djojodihardjo,
Development and implementation of some BEM variants — A
critical review. Engineering Analysis with Boundary Elements, 34
(2010), 884-899.

Wybrane wnioski Autoréw:

m Sposréd wszystkich wariantéw MEB wersja kolokacyjna jest
najprostsza w implementacji.

m MEB pomimo szybkiego rozwoju nie jest w stanie zastgpic
metody elementéw skonczonych (MES).

m Aktualnie nalezy stosowad i rozwijaé nowe, efektywniejsze
wersje metody, a wéréd nich szybka wielobiegunowa MEB.
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